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A 11 - 12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

1. feladat
Tegyiik fol, hogy 2007. januar elsején X dsszeget helyeziink el. Az elsd kivét utan a szamla
egyenlege

E, = Xq-t (t=100000, g=1,06)

A masodik kivét utan az egyenleg

_ w2
E2 = Xq - qt-t,

a harmadik kivét utan
E3= Xq3-q2t-qt-t,
az n-edik utan
n

_ . -l O RS i ¢
En—Xq -q t-...-qt-t=Xq -t(q_l)
(3 pont)
X-et ugy kell megvalasztanunk, hogy
n n
q -1 q -1
an >t ¢ ,azaz X >t teljesiiljon

(-1 q

t=100000, g=1,06, n=11 helyettesitéssel (négy értékes jegyre kerekitve) X > 788700, ekkora
osszeget kell tehat 2007. januar elsején befektetniink.

(2 pont)

2. feladat

Jelolje F az AC oldal azon pontjat, amelyben az oldalt a B-bdl induld szégfelezé metszi. A
AF 7
szogfelezd-tételbdl ismert, hogy TC ~ o igy alkalmasan valasztott x-re az AF szakasz hossza

7x, az FC szakaszé pedig 2x. A B-nél 1évo szoget B-val jelolve és az AFB, FCB
haromszogekre a koszinusz-tételt felirva kapjuk, hogy

49x2 =49+9 - 42cosE és

fo 19

Ax% =4+ 9 - 12cos

\9)

(4 pont)'
Az elsd egyenletet 4-gyel, a masodikat 49-cel szorozva a bal oldalak egyenlokké valnak, igy

232 - 168cosg =637 - 588 cos‘g— , amibol

! Természetesen az itt megadottdl eltéré gondolatmenettel is kaphato egyenlet a haromszog valamely hidnyzo
adatanak meghatarozasahoz. A 4 pont akkor jar a versenyzonek, ha eljut barmilyen egyenlethez vagy
egyenletrendszerhez, amelybdl mar egyszerii rendezéssel meghatarozhato valamelyik hianyzo szog vagy az AC
oldal.



B_27
€08y =g
(1 pont)
Innen =30,72 fok, a koszinusz-tétel ismételt alkalmazasaval a b oldal 5,379 egység, a

szinusz-tétel alkalmazasaval pedig az o és y szogek pedig rendre 10,95 illetve 138,3 fokosak.
(2 pont)

3. feladat

Mindkét pontbol merdlegest allitunk az AB szakaszt tartalmazo6 egyenesre. Amennyiben az
merdleges egyenes talppontja az A €s B pontok kozé esik, a keresett tavolsag a talpponttol,
egyébkeént a szakasz valamely végpontjatol mérendo.

(3 pont)’

1 1
Az AB szakaszt tartalmazo egyenes egyenlete: y = 3X*3

(1 pont)

A C-bdl az AB-re allitott merdleges egyenlete: y = -3x - 14, a talppont koordinatai:
43 11

T(- 10" 1—0) Ez a pont az AB szakaszon kiviilre esik és a két végpont koziil az A-hoz lesz
kozelebb, igy a C pont szakasztol vett tdvolsdga az AC = 2/10 tavolsaggal egyenld.

( 2 pont)

A D pontbol az AB egyenesére allitott merdleges egyenlete: y =-3x + 16, a talppont

47 19
koordinatai: S (1—0, 1—0). Az S pont az A és B pontok kozé esik, ezért ebben az esetben a

17
keresett tavolsag a DS = 10 \/10 tavolsag.
(2 pont)

4. feladat

A sziikségesség trividlis: ha a négyszog paralelogramma, akkor A% = -C?) €s A?) =- C%, igy

A%O A?) + C%O C?) = 0. Hasonloan lathat6 be, hogy a masik két tag 6sszege is 0.
(2 pont)

Az elegendéség igazolisahoz mindenckeldtt kihasznaljuk, hogy AB= - BA, BC = - CB, stb.
A bal oldal igy atrendezhetd, kapjuk, hogy

AB°(- DA - BC) +CD°( -BC - DA) =0, azaz
(AB + CD)°(- DA - BC) =0 1)

(2 pont)

? Altaldban 3 pont jar arra a megoldasra, amelybél kideriil, hogy szakasz ponttdl vett tavolsagat melyik esetben
hogyan lehet meghatarozni.



(Vigyazat, ebbdl még nem kovetkezik, hogy a két tényezd valamelyike 0, hiszen két vektor
skalaris szorzata akkor is lehet 0, ha egyik sem nullvektor, hanem merdlegesek egymasra! A
kovetkezd 4 pontbol 3-at vonjunk le, ha valaki igy megy tovabb)

Tudjuk, hogy barmely ABCD négyszogben
1) AB + BC + CD+ DA =0, amibsl
@) AB+CD =-BC- DA

A (2) egyenletnek eldszor a bal, majd a jobb oldalat (1)-be helyettesitve kapjuk, hogy
(AB + CD) °(AB + CD) =0és
(BC + DA) °(BC + DA) =0

Egy vektor onmagaval vett skalaris szorzata csak zérovektor esetén lehet 0, igy

AB =- CD ¢és BC =- DA,

amibdl kovetkezik, hogy a négyszdg oldalai parhuzamosak €s egyenld hosszak.
(4 pont)

5. feladat

A bal oldalon 4ll6 kifejezés akkor értelmezett, ha x>-1, x#0 és px>0
(1 pont)

Ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor az egyenlet (a logaritmus definicidja miatt) ekvivalens
a kovetkezdvel:
1

PX =5
(1 pont)
A kezdeti feltétel miatt p és x+1 nem lehet 0, ezért az egyenlet atrendezhetd:
1
x2 +x--=0
p

4
Az egyenlet diszkriminansa 1 +5= 0, ami akkor nemnegativ, ha p<-4 vagy p>0. Ekkor a

gyokok:

(2 pont)

p=-4 esetén a masodfoku egyenletnek két egyenld gyoke van, az eredeti egyenletnek tehat
egy.

Ha p<-4, akkor a diszkriminans értéke 1-nél kisebb, igy a masodfokt egyenlet mindkét gyoke
a (-1,0) intervallumba esik. Mivel p és mindkét gyok negativ, mindkét gyok megfeleld
megoldasa lesz az eredeti egyenletnek, ezért p nem lehet —4-nél kisebb.

p>0 esetén a diszkriminans 1-nél nagyobb, ezért a masodfoku egyenlet egyik gyoke —1-nél
kisebb, a masik 0-nal nagyobb lesz. A negativ gydok nem felel meg az eredeti egyenletre kirott



feltételeknek, a pozitiv viszont igen, igy ilyen esetekben az eredeti egyenletnek pontosan egy
megoldasa van.

Kaptuk tehat: p>0 vagy p=-4 esetén lesz az eredeti egyenletnek pontosan egy valos gyoke.
(3 pont)

6. feladat

A fiiggvény értelmezési tartomanya 0 kivételével minden valos szam.
(1 pont)
Az értekkészlet megallapitasahoz vizsgaljuk meg, hogy milyen r valos szamra lesz az
r=x+7
X
egyenletnek valos gyoke. Az egyenletet rendezve kapjuk:
x2 -rx+3=0,

a diszkriminans r2 - 12, ami akkor és csak akkor nemnegativ, ha r < -2\/5 ,vagyr > 2\/5 , 1gy
az értékkészlet (-0, -2\[3] U[2\/3,0), amibdl az is kévetkezik, hogy a fiiggvénynek
zérohelye nincs.

(2 pont)

Szélséértékek:
Az értékkészletbdl lathato, hogy a fliggvénynek sem globalis minimuma, sem globalis
maximuma nem lehet.

3
x>0 esetén a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség alkalmazasaval x + - 2\/5,
3
egyenldség akkor és csak akkor &ll fenn, ha x 2;2\/5, hasonldé gondolatmenettel x<0

3 3
esetére X + 5 -2\/5 , egyenloség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha x = i 3, a fliggvénynek

tehat x = -\E-nél lok4alis maximuma, x = \E-nél pedig lokalis minimuma van.
(2 pont)

Monotonitas:
Megmutatjuk, hogy a (0, \/5] intervallumon a fiiggvény sz. monoton csokkend. Legyen
0< X| <Xy < \/5 Bizonyitando, hogy
+ 3 > + 3
X — X —
1 Xy 2 X,
Ekvivalens atalakitasokkal a bizonyitandd egyenl6tlenség 3(x2 - Xl) > X5 X (x2 - Xl)
alakura hozhatd, ami viszont a kezdeti feltételek alapjan nyilvanvaldan teljesiil.
Hasonl6 gondolatmenettel kaphatd, hogy a fliggvény a (-oo, -\/5] intervallumon sz. monoton
no, a [-\/5, 0) intervallumon sz. monoton csdkken, a [\/5, o0) intervallumon pedig sz. monoton
nod.
(2 pont)
A fiiggveény grafikonjat az alabbi dbra szemlélteti:
(2 pont)






