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A 11-12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

1.

Legyen a=7, b=11, c=13, a c oldalhoz tartozé sulyvonalat keressiik. EI6sz6r a koszinusz-tétel
segitségével meghatarozzuk a b-vel szembeni p sz0g koszinuszat:

_ Pt 97
cos fie= 182 “182 7"

(2 pont)

Alkalmazzuk most a koszinusz-tételt arra a haromszdgre, amelynek oldalai az s sllyvonal, az a oldal
és a c oldal fele:

s? = 7% 46,52 —91 cos f =42,75,amib6l s = 6,538

(2 pont)
Az s sllyvonal és a c oldal  hajlasszdgét a szimuszétel segitségével hatarozhatjuk meg:
sinég 7
sinf 6,538
Figyelembe véve, hogy sin # = /1 — (cos 8)? = 0,8461, kapjuk, hogy
sin § = 0,9059, amib6l § = 64°56'
(2 pont)

2.

Kamatos kamatozast feltételezve, p% kamatlab mellett a duplazédashoz sziikséges évek szama a
legkisebb olyan k, amelyre

100
(3 pont)

Az egyenl6tlenség alapjan a duplazédashoz szukséges évek szama a

k= | log 2
log (1 + T%ﬁ)
képlettel hatarozhaté meg.

(1 pont)



igy a feladatban megadott p értékekre a ,70-es szabaly”, illetve a képlettel torténé pontos szamitas a
kovetkezd értékeket adja:

p értéke | Evek szama a 70-es szaballyal Evek szama a pontos szamitas szerint
kozelitve
Kerekités nélkdl Fols6 egészrész
1 70 69,66 70
2 35 35,00 35
5 14 14,21 15
10 7 7,27 8
14 5 5,30 6
(3 pont)*
3.

El6szor meghatarozzuk az atlék metszéspontjat, ezt a
Ix—11y+12=0
x—13y+76=0
egyenletrendszer megoldasaként kapjuk. A metszéspont koordinatai (g?)
(2 pont)

A téglalap csucsainak koordinatait gy kaphatjuk meg, hogy megkeressik a téglalap koré irt kérnek
el6szor az egyik, majd a masik atloval val6 metszéspontjat.

(2 pont)
El6szor tehat megoldjuk a
7x—11y+12=0
(- 62 -%
2 2 2
egyenletrendszert, amibdl két csucs koordinatait kapjuk: A(3,3) és C(14,10).
(2 pont)

A masik két csucs koordinatait a

—x+ 13y —76=0

( 172( 132_85
-7)*0-3) =7

! Aranyosan osztando attdl fiiggéen, hogy a versenyz6 hany sort szamolt ki helyesen




egyenletrendszer megoldasaként kapjuk. Ebbdl a téglalap tovabbi két csicsanak koordinatai B(2,6) és
D(15,7).

(2 pont)
4.
a) Annak valdszinilisége, hogy mindegyik kérzetben az A part jeldltie nyer, p, = 0,6!° = 6,047x1073.
(2 pont)

b) Hasonléan, annak valoszin(isége, hogy mindegyik korzetben a B part jeldltie nyer, p;o = 0,410 =~
1,049 x 107*.

(2 pont)
c) Altalaban véve, annak valészin(isége, hogy a B part jeléltje k darab mandatumot szerez:
Pr = (Ikﬂ) 0,440,607
Indoklas: 10 korzetbdl k darabot (l,f') féle moédon lehet kivalasztani, annak valészin(isége pedig, hogy
meghatarozott k korzetet nyer a B part g = 0,450,6'°°%_ A p, valésziniiség a két mennyiség szorzata.
(3 pont)

A fenti képlet alkalmazasaval p; = 4,031 x 1072, p, = 0,1209 és p; = 0,2150. A keresett
val6szinlség tehét py, + p; +p, +p3 = 0,3823

(3 pont)
5.

Legyenek a, ...a; a kérdéses szamok és képezzik mindeni = 1,..k-raaz S; = Zf,-:l a; Osszegeket.
Legyenek m,, .. my, rendre az Sy, ...5; 6sszegek k-val vett osztasi maradékai.

Mivel az m; maradeékok a 0,...,k-1 értékek valamelyikét veszik fol, két eset lehetséges:
a) Valamely i-re m; = 0. Ekkor S; = a, + -+ + @; oszthat6 k-val

b) Ha mindegyik m; kilénbdzik 0-t6l, akkor a skatulyaelv értelmében lesz kozottiik két azonos (hiszen
ekkor k darab szam mindegyike az {1, ...,k — 1} halmazbol kerdl ki). Tfh. valamely i<j-re m; = m;, ez
azt jelenti, hogy az §; és §; k-val osztva azonos maradékot adnak. Ebb6l viszont kovetkezik, hogy az
§; —S8i = aj4q1 + - + a; 6sszeg oszthato lesz k-val.

(8 pont)

Megjegyzés: vegylk észre egyrészt, hogy az allitas akkor is igaz, ha a4, ...a; tetsz6leges egészek és
esetleg azonosak is vannak k&zottik, sem a nem-negativitast, sem a kiilénbdzéséget nem hasznaltuk
ki. Masfel6l az is lathaté, hogy az allitas bizonyos értelemben ,éles”: adott k esetén vegyiink k-1 olyan
(kGlBnb6z8) egész szamot, amelyik k-val osztva 1 maradékot ad. Vilagos, hogy kozilik akarhogy
valasztunk ki néhanyat, az 6sszeg semmiképp nem lesz k-val oszthaté.

6.

Jeloljik v/x egészrészét K-val, tortrészét t-vel, azaz: v/x = K + t (K egész,t € [0,1). Vilagos, hogy
ekkor



x =K%+ 2Kt +t?

Mivel K egész, nyilvan a négyzete is az, ezért {x} = {2Kt + t?}. A megoldandé egyenlet tehat

{Vx} =t =J{2Kt + t2}

(3 pont)
Figyelembe véve, hogy mindkét oldal nem-negativ, az egyenlet az alabbival ekvivalens:
t? = 2Kt + t%}
Nyilvanvald, hogy a fenti egyenlet akkor és csak akkor teljesil, ha 2Kt egéesz.
(3 pont)

Kapjuk tehat, hogy amennyiben tetszéleges K egészhez (igy valasztunk 0st<1 értéket, hogy 2Kt
egész legyen, akkor x = (K + t)* megoldasa lesz az egyenletnek. Ez azt jelenti, hogy

a) K=0 esetén tetsz6leges t € [0,1)-re x = t* megoldas (egyszerlibben: az egyenletnek a [0,1)
intervallum valamennyi eleme megoldasa)

e
b) K>0egész szam esetén mindeni =0,.2K —1-re x = (K +§) megoldas®

(3 pont)

Feltehet6en lesznek versenyz6k, akik vagy csak az a) esetet, vagy csak azt az esetet fogjak
megoldasnak feltiintetni, amikor x négyzetszam. Az ilyen részmegoldasra maximum &sszesen 3
pontot adunk.

2 Vegylk észre, hogy a b) feltétel azt az esetet is tartalmazza, amikor x valamely egész szam négyzete



