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A 11-12. osztalyosok feladatainak javitokulcsa

Feladatok csak szakkozépiskolasoknak

Sz 1.

Tegyik fel, hogy az egyes csapoknak kilon-kilon a,b,c 6rara van sziiksége a medence
o . . 11 1
megtoltéséhez. Ekkor egy dra alatt az egyes csapok a medencének rendre 7y oo reszét toltik meg.
Az elsé két csap egyitt 1,2 dra alatt végez a teljes medencével, ebbdl a kévetkezé egyenletet kapjuk:

1,2 1,2
+ — =

a b 1

Hasonléképpen, abbdl a ténybdl, hogy a masodik és harmadik csap egyltt 2 6ra alatt, az els és
harmadik egy(tt pedig masfél 6ra alatt végez, az alabbi egyenleteket kapjuk:

2+2 _q
b ¢
1,5 1,5
A T
a c

(3 pont)1

. . 1 1 1 s L s
Vegyiik észre, hogy a fenti egyenletrendszer x = Y= 2= 2 helyettesitéssel els6foku linearis

egyenletrendszerré alakithato:

1,2x +1,2y =1
2y +2z=1
1,5x + +15z=1

. . 1 1 1 s . X
A fenti egyenletrendszer megolddsa x = Y =32= 5 amibél azt kapjuk, hogy az els6 csap 2, a
masodik 3, a harmadik pedig 6 dra alatt toltené meg a medencét.

(3 pont)?

o111 . . . I .
Mivel 3 + 3 + <= 1, a harom csap egyiitt pontosan egy dra alatt tolti meg a medencét.

(1 pont)

! Természetesen akkor is jar a 3 pont, ha a versenyz6 mads, a megoldas irdnydba mutatoé egyenletrendszert ir fel.
Ha az egyenletrendszer felirdsanak gondolatmenete helyes, de a versenyzd hibat vét, a hiba sulyossagatdl
flggben 1-2 pont adhatd az egyenletrendszer felirdsaért.

> Az egyenletrendszer logikailag helyes, de szamoldsi hibas megoldasaért 1-2 pont jar.



Sz 2.

Tekintstik az dbra jel6léseit. Nyilvanvalé, hogy a folyadék a henger térfogatat pontosan olyan
aranyban tolti ki, ahogyan az AB hur 3ltal meghatarozott korszelet aranylik a kor teriiletéhez. Ha

Violyadék_MTksrszelet _ Tkorszelet
Vhenge MmTysr Tkor

ugyanis a henger hossza m, akkor a keresett arany p =

(1 pont)

A kor teriilete Tys, = r2m, Feladatunk tehat a kérszelet teriiletének meghatarozasa. Ezt Ggy tehetjiik
meg, ha az AOB korcikk teriletébdl kivonjuk az AOB haromszog teriletét.

(1 pont)®
Tudjuk, hogy OT = g ezért az AOT sz0g koszinusza %, igy AOT = 60°, az AOB sz6g pedig nyilvan 120
fokos. Ebbd| kdvetkez8en az AOB korcikk tertilete a kor teriletének harmada, tehat rzTn_

(2 pont)

Ismét kihasznalva, hogy az AOT sz6g 60 fokos, AT = \/Z—Er,ﬁ = /37, igy az AOB haromszog teriilete

AFOT _ V3,

Théromszég = 2
(1 pont)
r2m \3_,
(o Tis 5 %" 1 3 . ) .
A keresett ardny igy p = —Korszelet— 2 4 — - E 0,1955, a folyadék tehat a tartdly
Tror Trem 3 41

térfogatdnak 19,55 szazalékat foglalja el.

(1 pont)

3 Megadhatd a pont, ha a dolgozatbdl kideriil a gondolatmenet.



Feladatok szakkozépiskolasoknak és gimnazistaknak

G-Sz 3.

Jeldljiik az induld t6két T-vel, a havi jaradékot J-vel, az éves kamatlabat p-vel, vezessiik be tovabba a

q=1+ ﬁ jelolést (ennyiszerese lesz a ho végén a havi kamattal novelt betét a ho eleji

Osszegnek). Jeldlje tovdbba H; az i-edik hdnap végén rendelkezésre alld 6sszeget.

Az elsé hdénap végén a teljes 6sszeg kamatozik, majd a betét a jaradék Osszegével csokken, ezért
H; =Tq —J. A masodik hénapban a H; 0sszeg kamatozik, majd ismét J-vel csokken a betét, ezért
Hy=Hiq—]=((Tq-])q—] =Tq?*—]q—]. Hasonldan, H;= Tq3—]q?—]q—],illetve
altaldban

. . . . : gt —1
Hi=Tq' —Jqg" ' = —Jq—]=Tq" —=]J@ ' +++1)=Tq" -] 1

4

(3 pont)

A feladat ezt kdvetden adott J jaradék esetén a legnagyobb olyan i megtalalasa, amely mellett H; >

0, azaz megoldandé a Tq* —]‘;—__11 > 0 egyenl6tlenség.

Az egyenlGtlenség ekvivalens atalakitasahoz sziikséges néhany feltételezés, ami a feladat eredeti
tartalmabdl nyilvanvaldéan adddik: feltessziik egyrészt, hogy a jaradék 6sszege kisebb az indulétéke
felénél (tehat az 6sszeg legaldabb két hdnapig kitart), tovabba, hogy a jaradék nagyobb, mint a téke
egy havi kamata (ellenkezé esetben az 0Osszeg folyamatosan ndvekedne). Az utdbbi feltétel

jeléléseinkkel § (@ — 1) < 1 alakban irhato.

(1 pont)®
Amennyiben mindezek a feltételek teljesiiinek, a megoldandd egyenl6tlenség ekvivalens

atalakitasokkal q* < Tl) alakra hozhatd, ami (a fenti feltételek miatt) pontosan akkor teljesiil,
Tq-
J

~log(1-7(q-1)

amikori <
logq

*Haa versenyz8 nem oldja meg altaldnosan a feladatot, hanem kilon-kilon elvégzi az (egyébként helyes)
szamitdst az egyes jaradékokra, akkor az erre a részre jaréd harom pontbdl kettét adjunk.

Teljes értékl megolddsnak fogadhato el a fliggvénytablazatban taldlhaté annuitds formula megfelel6
indokldssal ellatott alkalmazasa.

A teljes feladatra 6sszesen maximum 3 pont adhato, ha a versenyz6 kiszamolja az id6tartamot az egyik
jaradékra, majd (tévesen) feltételezi, hogy az id6tartam a jaradéknak linearis fliggvénye.

A megolddsra akkor adhatd teljes pontszam, ha a megfelelG diszkusszidt elvégzi a versenyz6.



(2 pont)

A fenti egyenl6tlenségbe T=10.000.000, g=1.0033 értékeket helyettesitve J=100.000 esetén i<121,8,
J=250.000 esetén i<43,0. Kapjuk tehat, hogy

a) Havi 100 ezer fortint jaradékot 121 héonapon keresztll vehetiink fol, a 122. hdnapban folvett
maradvanyértékkel
b) Havi 200 ezer forint jaradékot pedig 43 hdnapon keresztll vehetiink fol, a 44. honap végén
felvett maradvanyértékkel.
(2 pont)

G-Sz 4. A kiinduld (t = 0) helyzetet a derékszogl koordindtarendszerben az dbra szemlélteti. t id6
elteltével a két jarmd koordinatdi rendre (—A + ut; 0) és (0; —B + vt) lesznek, igy tavolsaguk
d(t) = \/(—A + ut)? + (—B + vt)?. Feladatunk a d(t) fliggvény minimumanak meghatarozasa
t,A,B,u,v = 0 feltételek mellett

1

v

(-A; 0) T y
(0; -B)

(2 pont)

Tekintettel arra, hogy a négyzetgyok-fliggvény az értelmezési tartomanyan szigorian monoton
novekvs, tovabba, hogy a d(t) tavolsag az adott feltételek mellett minden t-re értelmezett, a d(t), a
minimumhelyének meghatarozasahoz a gyokjel elhagyhatd, d(t)-nek ugyanott lesz minimuma, ahol
a gyok alatti kifejezésnek. A feladatot tehat visszavezettik a q(t) = (—A + ut)? + (=B + vt)?
paraméteres masodfoku kifejezés minimumdnak meghatarozasara.

6

(1 pont)
) , oo — (112 2v42 _ 2 2 — (3,2 7, _ AutBv\?
q(t)-t tovébb alakitva: q(t) = (u® + v*)t* — 2(Au + Bv)t + A + B* = ( u® +vet \/W)
2
(AutBY)” | A2 + B2
u<+v
(2 pont)

®Eza pont csak akkor adhatd, ha a dolgozat valdban kitér a diszkusszidra, a gyokjel elhagyhatdsagat indokolni
kell!



Lathato, hogy q(t) olyan masodfoku kifejezés, amelynek (a paraméterekre kirott feltételek miatt) a

. . . . . . Au+B
t = 0 tartomdanyban minimuma lesz, mégpedig akkor, amikor a négyzetes tag 0, azaz t = ulzl:v:
esetén.
(2 pont)’
. . Y . . ‘oz P Au+Bv ., ,
Az adott feltételek mellett a két auto tavolsaga a kiindulastol szamitott t = ——> id6 mulva lesz
minimalis
(1 pont)
G-Sz 5.

a) A fuggvény akkor és csak akkor értelmezett, amikor a gyok alatti mennyiségek értelmezettek és a
nevezG nem zérd. A gyok alatti mennyiségek akkor és csak akkor értelmezettek, ha x > 0.

(1 pont)

Vizsgdljuk most a vV2x — vx + 1 = 0 egyenletet. Feltéve, hogy x>=0, az egyenlet 2x = x + 1 alakra
hozhatd, azaz x=1 esetén lesz a nevezé 0.

(1 pont)
Kapjuk, hogy a fiiggvény értelmezési tartomanya ET = [0, ) \ {1}
(1 pont)®

b) Az értékkészlet meghatarozasahoz megvizsgaljuk, hogy az f(x) = K

1
VZx—Vx+1

egyenletnek K mely értékei mellett van valds gyoke. Tekintettel arra, hogy a nevezd a
[0,1) intervallumon negativ, az (1, ) intervallumon pedig pozitiv, a vizsgalatot esetszétvalasztassal
végezzik.

(i) Legyen el8szor x € [0,1), ekkor értelemszeriien csak K < 0 esetén remélhetiink
megoldast, hiszen a nevez6 negativ. Az adott feltételek mellett az egyenlet ekvivalens
. s « 1 . 242 1
atalakitésokkal el6bb Vx + 1 — V2x = —— alakra, majd x — %_\/E ++7—1=0alakra

hozhato, ez az egyenlet pedig a = V/x helyettesitéssel masodfokura vezethetd vissza. A

'y pontozaskor ragaszkodjunk a szabatos indoklashoz, pl. az itt leirt levezetéshez. Mindenképp indokolnia kell
aversenyz6nek, hogy az adott feltételek mellett Iétezik a minimum és hogy milyen médon kaphatjuk meg.
Vonjunk le pontot a ,minimum a zéréhelyek szamtani k6zepe” pongyola fogalmazasért, hiszen az adott
feltételek mellett a q(t) kifejezésnek nincs valds zérdhelye. Ugyanilyen megfontolasbdl pontlevonds ,jar” a
megolddképlet alkalmazasaért, hiszen a diszkriminans negativ lenne, tehat a megolddképlet nem alkalmazhaté.
Elfogadhatd viszont a hivatkozas arra az ismert tényre, hogy az ax? + bx + c kifejezésnek a > 0,b < 0

. b . P
feltételek mellett x = — ;ban (az x > 0 tartomdanyban) globalis minimuma van.
8 Az a) részre 6sszesen tehat 3 pont adhaté



(ii)

22 1 , , .
kapott a? — %—a + Pl 1 = 0 akkor és csak akkor van nemnegativ megolddsa, ha

/% +4> —%E, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha K < —1

(2 pont)®
Legyen most x € (1,0), mivel ilyenkor a nevezd pozitiv, csak K > 0 esetén vérhato

megoldas. Az el6z6h6z hasonldé levezetéssel az egyenlet v2x —+vx + =< majd

2V2 1 . . o 4 2y2
X — %_\/x + .z — 1 =0 alakra hozhato, ami a = vx helyettesitéssel az a? —%—a +
1 : . - . 2v2 4
7z — 1 =0 masodfokl egyenletre vezethet6 vissza. Mivel a; ==~-+ |-5+4, a

diszkriminans mindig pozitiv és K > 0 miatt a,is mindig pozitiv, tehdt x € (1, ) esetén
a flggvény minden pozitiv valds értéket felvesz.

(2 pont)
Kovetkezésképp a fiiggvény értékkészlete EK = (—o0,—1] U (0, o)
(1 pont)™
c) A faggvénynek nyilvanvaldan nincs zéréhelye, hiszen a szamlalo értéke konstans.
(1 pont)

A fliggvénynek globalis szélsGértéke sincs, hiszen az értékkészlet minden pozitiv szam és valamennyi,

-1-nél nem nagyobb negativ szam.

(1 pont)

A fliggvény grafikonjat az aldbbi abra szemlélteti:

1

’ Nem fogadhato el mego dé:snak, ha a versenyzd ,rdanézésre” dallapitja meg az értékkészletet. Mint ebbdl és a
kovetkezd levezetésbdl Iatszik, egyaltalan nem trividlis, hogy a figgvény valdban félveszi ezeket az értékeket,
ezért a dolgozatbdl mindenképp latszania kell az indoklasnak.

% smét hangsulyozzuk, hogy a b) részre adhato 6sszesen 5 pont akkor jar, ha a dolgozatbdl lathaté az indoklas.
Ha a versenyz6 helyesen megadja az értékkészletet, de nem indokol, a b) részre 6sszesen 2 pontot adjunk.



G-Sz 6. Mint minden szabalyos soksz0g, a szabalyos 9-sz6g is korbe irhatd. A korilirt kdrben az A, 4,

oldalhoz tartozoé kdzépponti szog (radianban) ?n. Feltételezhetd, hogy a korilirt kér sugara

egységnyi, ekkor az A; A,oldal hossza: A;4, = 2 sing. Kihasznalva, hogy az A; A5, A;As atlokhoz
4, 8m, ., - o Ltes "y — . 2m

rendre ?n és ?” kozépponti szogek tartoznak, a két kérdéses atlé hossza: A; A3 = 2 sm?n és

— . AT . ., C Al
A1As =2 sm?”. Igy a bizonyitand allitas:

. T . 2T . 4Am
2 sing +2 sin—- = 251n?, azaz

T +si 21 4
sin— + sin— = sin—
9 9 9
(3 pont)
. /s . e 4T TWw W 2 W T
Allitasunk igazoldsahoz kihasznaljuk azokat az egyszer( tényeket, hogy 5 =3 + 39 —3 o6
T 1
cos— = =
3 2
igy az addicids tételek alkalmazasaval a kdvetkez6 dsszefiiggést kell igazolnunk:
. T . T Vs m . T . T s mw . T . . , e
sin— 4+ sin-cos— — cos—sin— = sin—cos— + cos—sin—, ami ekvivalens atalakitasokkal
9 3 9 3 9 3 9 3 9
. 5 T T
sin— = 2cos—=sin—
9 3 9
. .. o . . . T 1
alakd, ami viszont nyilvanvaldan teljesiil, hiszen cosy = -
(4 pont)

Feladatok csak gimnazistaknak

G 7. A feladat tulajdonképpen nem mas, mint 22016 100-zal vett osztdsi maradékanak
meghatarozasa.

(1 pont)

Az aldbbiakban két megoldast adunk', mindkét megoldas esetén kihasznalunk két ismert
szamelméleti tényt. Egyrészt két természetes szam szorzata 100-zal osztva ugyanannyi maradékot ad,
mint a tényez6k maradékainak szorzata, masrész (ezen dllitds kovetkeztében) amennyiben

" Természetesen barmelyi elfogadhato teljes értékiinek, illetve ezektdl eltéré, megfeleléen indokolt megoldas
is.



n = 100l + k akaku (n, |, k egészek), akkor n*és k* 100-zal vett osztasi maradékai (azaz a tizes
szamrendszerben utolsé két jegylik) azonosak lesznek barmely x > 0 egészre.

(1 pont)

Els6 megoldds: irjuk fel az aldbbi tablazatba 2 hatvanyainak (100-zal vett) maradékai 4ltal alkotott
sorozat els6 néhdny elemét:

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210
2 4 8 16 32 64 28 56 12 24

211 212 213 214 215 216 217 218 219 220
48 96 92 84 68 36 72 44 88 76

221 222 223 224 215 216

52 4 8 16

A tablazatbol lathatd, hogy 222 és 22 ugyantgy 4-et adnak maradékul.

(3 pont)

220k+2

Ebbdl viszont azonnal kovetkezik, hogy 242, 2°2,.. 4ltaldban véve ugyancsak 4-et fog

maradékul adni barmilyen k természetes szam esetén.
(2 pont)

Mivel 2002 = 20*100+2 szintén ilyen alaku, ezért 22992 utolsé két jegye szintén 04 lesz. Ekkor viszont
22016 ytolsd két jegyét egyszer(ien megkaphatjuk 22092 és 21*maradékainak szorzataként. A fenti
tablazatbdl lathatd, hogy 2'% maradéka 84, ezért 22010 utolsd két jegye 4*84=336 utolsd két

jegyével, azaz 36-tal egyenld.
(1 pont)

Madsodik megoldds: Irjuk fel 220160t 26.(210)201 = 64 .10242%1alakban. Mivel 1024 és 24
hatvanyai azonos maradékot adnak 100-zal osztva, nyilvanvald, hogy a keresett maradék megegyezik
64 - 24291 ytolsé két jegyével.

(2 pont)
irjuk fel 24-et 25-1 alakban és alkalmazzuk a binomialis tételt:

24201 — (25 _ 1)201 —

_ (201\ 5201 4 (201 52004yt 4 ... o 201 _4y200 4 (2015, . 201
= ( 0 )25201 + ( . ) 2520 (1)t + + (25D + (G DD
Ennek az 6sszegnek az utolsd kivételével (ami -1-gyel egyenl§) mindegyik tagja oszthaté 25-tel, ezért
242%1 felirhaté 25A-1 alakban (A pozitiv egész).

Ekkor viszont 64 - 242°1 = 64(254 — 1) = 16004 — 64 valamely A természetes szamra, amibdl,

flggetlendl A értékétdl, 1600A oszthatd 100-szal. Nyilvanvald, hogy egy 100-szal oszthatd szambdl

22016

64-et levonva az eredmény utolsé két jegye 36 lesz, ezért utolsé két jegye 36.




(4 pont)™

G 8. Rendezziik a bal oldalon all6 szorzat tényezGit az alabbi tablazatba:

1

1 1

2 2

1 1 1

3 3 3

1 1 1 1
Egyrészt 1athatd, hogy a tényez6k 6sszege minden sorban 1 (igy a teljes tablazatban mind6sszesen n),
masrészt az is vildgos,hogy a tényez6k szdmal + 2+ 3 + -+ n = @

(2 pont)

Jeloljuk a szorzat tényezéit a4, a,, ... ap-mel (M = n(n;l)) és alkalmazzuk a szdmtani és mértani

kozép kozotti egyenlbtlenséget:

a1+a2+"'+aM

M
N1y Ay < i

(3 pont)

n(n+1)

Visszahelyettesitve az eredeti tényez6ket, valamint M = -tésaq, +a, + -+ ay = n-t,

kapjuk, hogy

n(n+1)
2 1 1 1< n _ 2
22 33 " pn T n(n+1) n+1
2
(n

. p " p nn+1 UL 2 . . p s 4
Mindkét oldal pozitiv, ezért az T)—edlk kitev6re emelés ekvivalens atalakitas, és éppen a

bizonyitandé allitast eredményezi:

(3 pont)®

2 Természetesen ez a megoldas is 6sszesen 8 pont, az altalanos részre adhato két ponttal egyiitt

B Mas gondolatmenet esetén is a fenti 2-3-3 bontds szerint pontozzunk: adjunk 2 pontot a megoldas iranyaba
mutato atrendezésért, tovabbi 3 pontot pedig olyan értékes észrevételért, amibGl a megoldas mar egyszer(
atrendezéssel levezethet§



